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第六讲  图论初步 

§ 6.1  引言 

图论是运筹学的一个经典和重要的分支，它起源于欧拉（Euler）对七桥问题的抽象和论证。1936 年，

匈牙利数学家柯尼希（König）出版了图论的第一部专著《有限图与无限图理论》，竖立了图论发展的第一

座里程碑。此后，图论进入发展与突破的快车道，所研究的问题涉及经济管理、工业工程、交通运输、计

算机科学与信息技术、通讯与网络技术等诸多领域。近几十年来，由于计算机技术和科学的飞速发展，大

大地促进了图论研究和应用，图论的理论和方法已经渗透到物理、化学、通讯科学、建筑学、生物遗传学、

心理学、经济学、社会学等学科中。 
图论中所谓的“图”是指某类具体事物和这些事物之间的联系。如果我们用点表示这些具体事物，用

连接两点的线段（直的或曲的）表示两个事物的特定的联系，就得到了描述这个“图”的几何形象。图论

为任何一个包含了一种二元关系的离散系统提供了一个数学模型，借助于图论的概念、理论和方法，可以

对该模型求解。 
引例 6.1.1  最短路问题（SPP－shortest path problem） 
一名货柜车司机奉命在最短的时间内将一车货物从甲地运往乙地。从甲地到乙地的公路网纵横交错，

因此有多种行车路线，这名司机应选择哪条线路呢？假设货柜车的运行速度是恒定的，那么这一问题相当

于需要找到一条从甲地到乙地的最短路。 
引例 6.1.2  中国邮递员问题（CPP－chinese postman problem） 
一名邮递员负责投递某个街区的邮件。如何为他（她）设计一条最短的投递路线（从邮局出发，经过

投递区内每条街道至少一次，最后返回邮局）？由于这一问题是我国管梅谷教授 1960 年首先提出的，所

以国际上称之为中国邮递员问题。 
引例 6.1.3  旅行商问题（TSP－traveling salesman problem） 
一名推销员准备前往若干城市推销产品。如何为他（她）设计一条最短的旅行路线（从驻地出发，经

过每个城市恰好一次，最后返回驻地）？这一问题的研究历史十分悠久，通常称之为旅行商问题。 
引例 6.1.4  指派问题（assignment problem） 
一家公司经理准备安排 N 名员工去完成 N 项任务，每人一项。由于各员工的特点不同，不同的员工

去完成同一项任务时所获得的回报是不同的。如何分配工作方案可以使总回报最大？ 
引例 6.1.5  运输问题（transportation problem） 
某种原材料有 M 个产地，现在需要将原材料从产地运往 N 个使用这些原材料的工厂。假定 M 个产地

的产量和 N 家工厂的需要量已知，单位产品从任一产地到任一工厂的运费已知，那么如何安排运输方案可

以使总运输成本最低？ 

§ 6.2  图的基本概念 

§ 6.2.1  图的定义 

定义 6.2.1  称数学结构 G = {V(G), E(G), ψG} 为一个图，其中 V(G) = {v1, v2, …, vn} 称为图 G 的顶点

集（vertex set）或节点集（node set），V(G) 中的每一个元素 vi（i = 1, 2, …, n）称为该图的一个顶点（vertex）
或节点（node）；E(G) = {e1, e2, …, em} 称为图 G 的边集（edge set），E(G) 中的每一个元素 ek（即 V(G) 中
某两个元素 vi, vj 的无序对）记为 ek = (vi, vj) 或 ek = vivj = ek = vjvi（k = 1, 2, …, m），被称为该图的一条从 vi

到 vj 的边（edge）；ψG是从 E(G) 到 V(G)×V(G) 的一个映射，它指定 E(G) 中的每条边与 V(G) 中的点组成

的无序点对相对应。 



 2

若用小圆点表示点集 V(G) 中的点，连线表示边集 E(G) 中的边，则可用图形将图表示出来，称之为

图的图形。我们常用图的图形代表图本身。 
例 6.2.1  设 V = {v1, v2, v3, v4}，E = {e1, e2, e3, e4, e5}，ψ：E→V×V 定义为 

ψ(e1) = v1v2，ψ(e2) = v2v3，ψ(e3) = v2v3，ψ(e4) = v3v4，ψ(e5) = v4v4， 
则 G = {V, E} 是一个图，其图形如图 6.2.1 所示。 

              
图 6.2.1                                 图 6.2.2 

例 6.2.2  设 V = { v1, v2, v3, v4}，E = {v1v2, v1v2, v2v3}，则 G = {V, E} 是一个图，其图形如图 6.2.2 所示。 
定义 6.2.2  设 e = uv 为图 G 的一条边，我们称 u，v 是 e 的端点，u 与 v 相邻，边 e 与点 u（或 v）相

关联；称 u 是 e 的起点，v 是 e 的终点。若两条边 e1 与 e2 有共同的端点，则称边 e1与 e2 相邻；称有相同起

点和终点的两条边为重边；称两端点均相同的边为环；称不与任何边相关联的点为孤立点。 
无环且无重边的图称之为简单图。 
例 6.2.1 和例 6.2.2 都不是简单图，因为例 6.2.1 中既含重边（e2 与 e3）又含环（e5），而例 6.2.2 中含重

边（v1v2）。图 6.2.3 中给出的则是简单图。 
任意两点均相邻的简单图称之为完全图。 
n 个点的完全图记为 Kn，图 6.2.4 中给出的分别是 K2，K3，K4。 

       
图 6.2.3                                    图 6.2.4 

如果图 G 的各条边都被赋予了方向，则称图 G 为有向图。如果图 G 的每条边 e 都附有一个实数 w(e)，
则称图 G 为赋权图，实数 w(e) 称为边 e 的权（值）。 

图 6.2.5 和图 6.2.6 分别给出了有向图和赋权图的例子；而图 6.2.7 则给出了有向赋权图的例子。 

       
图 6.2.5                    图 6.2.6                        图 6.2.7 

设 v 为图 G 的点，G 中与 v 相关联的边的条数（环计算两次）称为点 v 的度，记为 dG(v)，简记为 d(v)。 
例如，在图 6.2.1 中，d(v1) = 1，d(v2) = d(v3) = d(v4) = 3；在图 6.2.2 中，d(v1) = 2，d(v2) = 3，d(v3) = 1，

d(v4) = 0。 
如果简单图 G 的每个顶点都有相同的度数 d，则称 G 为 d 次正则图。 
完全图 Kn 一定是 n 次正则图，如图 6.2.4。 
定理 6.2.1  设 G 是具有 n 个顶点 m 条边的图，则顶点度数的总和等于边数的 2 倍，即 

mvd
n

i
i 2)(

1

=∑
=

。 

定理 6.2.2  完全图 Kn 的边数为 m = n(n−1)/2。 
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§ 6.2.2  图的矩阵表示 

一个图除了可以用图形表示之外，还可用矩阵来表示。用矩阵表示图有利于计算机处理。 
设图 G = {V, E}，V = {v1, v2, …, vn}，E = {e1, e2, …, em}。 
无向图的关联矩阵 M(G) = (mij) 是一个 n×m 矩阵，其中 
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⎨
⎧
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有向图的关联矩阵 M(G) = (mij) 是一个 n×m 矩阵，其中 
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无向图的邻接矩阵 A(G) = (aij) 是一个 n 阶方阵，其中 aij 为连接点 vi 与点 vj 之间边的数目；有向图的

邻接矩阵 A(G) = (aij) 是一个 n 阶方阵，其中 aij为从点 vi 与出发到点 vj终止的边的数目；简单赋权有向图

的邻接矩阵 A(G) = (aij) 是一个 n 阶方阵，其中 
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无向赋权图的边权矩阵 W(G) = (wij) 是一个 3×m 方阵，其中 w1j 为第 j 条边的起点的标号，w2j为第 j
条边的终点的标号，w3j为第 j 条边的权值。 

下面的矩阵是图 6.2.6 的边权矩阵： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

310976518
55453542
43322111

W 。 

§ 6.2.3  子图 

定义  设 G = {V(G), E(G), ψG} 与 H = {V(H), E(H), ψH} 为两个图。若 V(H) ⊆ V(G)，E(H) ⊆ E(G)，且

ψH是ψG在 E(H) 上的限制，则称 H 是 G 的子图。若 H 是 G 的子图，且 V(H) = V(G)，则称 H 是 G 的生成

子图。若 V(H) ⊆ V(G)，V(H) ≠ ∅，且对于 vi, vj∈V(H)，vivj∈E(G) ⇒ vivj∈ E(H)，则称 H 是 G 的导出子图。 
图 6.2.8 中，H1 与 H2 均为 G 的子图，其中 H2 是 G 的生成子图，H1 是 G 的导出子图。 

           
图 6.2.8 

§ 6.3  最短路问题及其算法 

§ 6.3.1  相关的概念 

定义 6.3.1  设图 G 不是赋权图。由图 G 中点与边交替组成的序列 
Γ = v1e1v2e2 … vkekvk+1， 
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若满足 ei 的端点为 vi 与 vi＋1，i = 1, 2, …, k，则称 Γ 为一条从起点 v1 到终点 vk+1 的长为 k 的通路。 
边不重复的通路称为简单通路；除起点与终点可以相同外，任意两点都不同的通路，称为基本通路，

基本通路简称为路。显然，基本通路必为简单通路。 
称起点与终点相同的通路为回路；边不重复的回路称为简单回路；起点与终点相同的长为正的基本通

路称为基本回路，也称为圈。 
如不引起混淆（如在简单图中），通路与回路均可用点序列来表达。 
例 6.3.1  在图 6.3.1 中，取 

Γ1 = v1v2v3，Γ2 = v1v2v3v4v2，Γ3 = v1v2v3v2v3v4， 
则 Γ1，Γ2，Γ3 分别是长为 2，4，5 的通路。其中 Γ1 与 Γ2为简单通路，Γ1 为基本通路。 

又取 
C1 = v1v2v3v4v2v5v1，C2 = v1v2v5v1， 

则 C1 是长为 6 的简单回路，C2 是长为 3 的圈。 

                
图 6.3.1                            图 6.3.2 

定义 6.3.2  任意两点之间均存在通路的图称为连通图，否则称为非连通图。非连通图中的连通子图，

称为连通分支。 
图 6.3.1 所示的图为连通图，而图 6.3.2 所示的图为非连通图，它含有两个连通分支。 
定义 6.3.3  设图 G 是赋权图，Γ 为 G 中的一条路，则称 Γ 的各边权之和为路 Γ 的长度。对于 G 的

两个顶点 u 和 v，从 u 到 v 的路一般不只一条，其中最短的一条称为从 u 到 v 的最短路；最短路的长称为

从 u 到 v 的距离，记为 d(u, v)。 

§ 6.3.2  固定起点到其余各点的最短路算法 

寻求从一固定起点 u0到其余各点的最短路的最有效算法之一是 Dijkstra（迪克斯特拉）算法，1959 年

由 Dijkstra 提出。这个算法是一种迭代算法，它依据的是一个重要而明显的性质：最短路是一条路，最短

路上的任一子段也是最短路。 
Dijkstra 算法的基本思想是：按距 u0从近到远为顺序，依次求得 u0 到图 G 的各顶点的最短路和距离，

直至顶点 v0（或直至图 G 的所有顶点）。 
Dijkstra 算法 
问题：设简单赋权图 G = {V, E} 有 n 个顶点，求 G 中 u0 点到其它各点的距离及最短路。 
为避免重复并保留每一步的计算信息，对∀v∈V，定义两个标号： 

l(v)——顶点 v 的标号，表示从顶点 u0到 v 的一条路的权值；  
z(v)——顶点 v 的父节点标号，用以确定最短路的路线。 

第一步  赋初值：令 l(u0) = 0，对所有 v∈V−{u0}，令 l(v) = ∞，z(v) = u0；S0 = {u0}，i = 0。 

第二步  若 i = n − 1，停止；否则令 iS = V − Si，进行下一步。 

第三步  更新标号：对每个 v∈ iS ，令 

l(v) = )},()(  ),({min vuwulvl iiSu ii

+
∈

； 

如果 l(v) > l(ui) + w(uiv)，则 z(v) = ui，否则 z(v) 不变。 

第四步  计算 )}({min vl
iSv∈

，并用 ui＋1 记达到最小值的顶点，置 Si＋1 = Si∪{ui＋1}，i = i＋1，转第二步。 
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算法终止后，u0 到 v 的距离由 l(v) 的终值给出，从 v 的父节点标号 z(v) 追溯到 u0，就得到 u0到 v 的

最短路的路线。 
例 6.3.2  求图 6.3.3 所示的图 G 中 v1到其余各顶点的最短路及其距离。 
解：(1) 初始标号。i = 1。 
S0 = {v1}，v1 = u0，参见图 6.3.4(a)。 
(2) 用 u0 = v1对各顶点的标号进行更新。i = 1。 

0S = {v2, v3, v4, v5, v6}，∀v∈ 0S ，由算法有： 

l(v2) = {∞, 0+7} = 7，l(v3) = {∞, 0+4} = 4， 
l(v4) = {∞, 0+∞} = ∞，l(v5) = {∞, 0+∞} = ∞， 
l(v6) = {∞, 0+2} = 2。 

由于 v2，v3，v6的标号被 v1更新，故这三个顶点的父节点为 v1，即 z(v2) = z(v3) = z(v6) = v1，参见图 6.3.4(b)，
数字边方框中的符号表示父节点。 

又由于 )}({min
0

vl
Sv∈

= l(v6) = 2，故 u1 = v6，S1 = {v1, v6}。参见图 6.3.4(c)。 

(3) 用 u1 = v6对各顶点的标号进行更新。i = 2。 

1S = {v2, v3, v4, v5}，∀v∈ 1S ，由算法有： 
l(v2) = {7, 2+∞} = 7，l(v3) = {4, 2+1} = 3，l(v4) = {∞, 2+5} = 7，l(v5) = {∞, 2+5} = 7。 

在此次迭代中，v2 的标号不变，v3，v4，v5 的标号被 v6 更新，故 v2 的父节点不变，v3，v4，v5 的父节点

为 v6，即 z(v2) = v1，z(v3) = z(v4) = z(v5) = v6。参见图 6.3.4(d)。 

又由于 )}({min
1

vl
Sv∈

= l(v3) = 3，故 u2 = v3，S2 = {v1, v6, v3}。参见图 6.3.4(e)。 

(4) 用 u2 = v3对各顶点的标号进行更新。i = 3。 

2S = {v2, v4, v5}，∀v∈ 2S ，由算法有： 
l(v2) = {7, 3+3} = 6，l(v4) = {7, 3+1} = 4，l(v5) = {7, 3+∞} = 7。 

在此次迭代中，v5 的标号不变，v2和 v4 的标号被 v3 更新，故 v5 的父节点不变，v2和 v4 的父节点为 v3，

即 z(v5) = v6，z(v2) = z(v4) = v3。参见图 6.3.4(f)。 

又由于 )}({min
2

vl
Sv∈

= l(v4) = 4，故 u3 = v4，S3 = {v1, v6, v3, v4}。参见图 6.3.4(g)。 

(5) 用 u3 = v4对各顶点的标号进行更新。i = 4。 

3S = {v2, v5}，∀v∈ 3S ，由算法有： 

l(v2) = {6, 4+∞} = 6，l(v5) = {7, 4+2} = 6。 
在此次迭代中，v2 的标号不变，v5 标号被 v4 更新，故 v2 的父节点不变，v5 的父节点为 v4，即 z(v2) = v3，

z(v5) = v4。参见图 6.3.4(h)。 

又由于 )}({min
3

vl
Sv∈

= l(v5) = 6，故 u4 = v5，S4 = {v1, v6, v3, v4, v5}。参见图 6.3.4(i)。 

(6) 用 u4 = v5对各顶点的标号进行更新。i = 5。 

4S = {v2}，∀v∈ 4S = {v2}，由算法有：l(v2) = {6, 6+∞} = 6。 
在此次迭代中，v2 的标号不变，故 v2 的父节点不变，即 z(v2) = v3。参见图 6.3.4(i)。 

又由于 )}({min
4

vl
Sv∈

= l(v2) = 6，故 u5 = v2，S5 = {v1, v6, v3, v4, v5, v2}。参见图 6.3.4(j)。 

(7) 由于 i = 5 = n − 1，停止。 

注：① 迭代的终止条件也可使用 Sn−1 = {v1, …, vn}，或者 1−nS = ∅。 

② 若寻找 v1到某点 v 的最短路的路由，则由 v 开始追溯父节点直至 v1。 

图 6.3.3 
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例如，寻找 v1 到 v5 的最短路的路由，根据图 6.3.4(j)，从 v5 开始追溯父节点：v5的父节点为 v4，v4的

父节点为 v3，v3 的父节点为 v6，v6的父节点为 v1。于是 v1 到 v5 的最短路为：v1→v6→v3→v4→v5。 
再如，v1 到 v2 的最短路为：v1→v6→v3→v2。 
③ 若求 v1 到某点 v 的距离，则直接由 l(v) 的终值确定。 
例如，根据图 6.3.4(j)，由于 l(v5) = 6，故 v1 到 v5的距离为 6。再如，由于 l(v2) = 6，故 v1 到 v2 的距离

也为 6。 

        
(a)                                   (b) 

             
(c)                                    (d) 

           
(e)                                     (f) 

           
(g)                                     (h) 

           
(i)                                     (j) 

图 6.3.4 

§ 6.3.3  每对顶点间的最短路算法 

寻求赋权图中各对顶点之间最短路，显然可以调用 Dijkstra 算法。具体方法是：每次以不同的顶点作

为起点，用 Dijkstra 算法求出从该起点到其余顶点的最短路径，反复执行n 次这样的操作，就可得到每对

顶点之间的最短路。但这样做需要大量重复计算，效率不高。R. W. Floyd（弗洛伊德）另辟蹊径，提出了

比这更好的算法，操作方式与 Dijkstra 算法截然不同。 
Floyd 算法的基本思想是：从图的带权邻接矩阵 A = [a(i, j)]n×n 开始，在 A 中用插入顶点的方法依次构

造出 n 个矩阵 D(1)、D(2)、…、D(n)，使最后得到的矩阵 D(n) 成为图的距离矩阵，即矩阵 D (n) 的 i 行 j 列元

素便是 i 号顶点到 j 号顶点的距离。构造 D (i) 的同时，也引入一个路由矩阵 P (i) 来记录两点间的最短路径。 
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构造矩阵 D (k)，k = 1, 2, …, n，采用如下的递推公式： 
D (0) = [dij

(0) ]n×n = A：是带权邻接矩阵，dij
(0) 表示从 vi 到 vj 的、中间不插入任何点的路径，即边 vivj的

权值； 
D (1) = [dij

(1) ]n×n，其中 dij
(1) = min{ dij

(0)，di1
(0) + d1 j

(0) }：dij
(1) 表示从 vi 到 vj 的、中间最多只允许 v1 作为

插入点的路径中最短路的长度； 
D (2) = [dij

(2) ]n×n，其中 dij
(2) = min{ dij

(1)，di2
(1) + d2 j

(1) }：dij
(2) 表示从 vi 到 vj 的、中间最多只允许 v1 和 v2

作为插入点的路径中最短路的长度； 
… … 
D (n) = [dij

(n) ]n×n，其中 dij
(n) = min{ dij

(n−1)，di, n−1 
(n−1) + d 

n−1, j
(n−1) }：dij

(n) 表示从 vi 到 vj 的、中间最多只允

许 v1, v2, …, vn−1 作为插入点的路径中最短路的长度，即 vi 和 vj 之间的距离。 
建立路由矩阵 P (k)，k = 1, 2, …, n，采用如下的递推公式： 
P (0) = [pij

(0) ]n×n：pij
(0) 表示从 vi 到 vj 的要经过点 vj； 

每求得一个 D (k) 时，按下列方式产生相应的新的 P (k) = [pij
(k) ]n×n，其中 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +>

= −

−−−

否则

若

,
 ,

)1(

)1()1()1(
)(

k
ij

k
kj

k
ik

k
ijk

ij p
dddk

p 。 

即当 vk被插入到 vi 与 vj之间的最短路时，被记录在 P (k) 中。依次求 D (n) 时求得 P (n)，可由 P (k) 来查找任

何两点之间最短路的路由。 
Floyd 算法 
问题：设简单赋权图 G = {V, E} 有 n 个顶点，求 G 中任意两点 vi 和 vj 之间的距离及最短路。 
输入带权邻接矩阵 A = [a(i, j)]n×n。 
第一步  赋初值：对所有 i 和 j，d (i, j) = a (i, j)；当 a (i, j) = ∞ 时，path (i, j) = 0，否则 path (i, j) = j，k 

= 1。 
第二步  更新 d (i, j)，path (i, j)：对所有 i 和 j，若 d (i, k) + d (k, j) ≥ d (i, j)，则转第三步；否则 d (i, j) = 

d (i, k) + d (k, j)，path (i, j) = path (i, k)，k = k +1，继续执行第三步。 
第三步  重复第二步直到 k = n +1。 
在此： 
① d (i, j)：dij

(k) 。 
② path (i, j)：pij

(k)；对应于 dij
(k) 的路径上 i 的后继点，最终的取值为 i 到 j 的最短路径上 i 的后继点。

例如，若 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

53311
54555
44324
55525
22221

path  

则顶点 1 到顶点 3 的最短路径为 1→2→5→3。这是因为：path(1, 3) = 2，意味着顶点 1 的后继点为 2；又

path(2, 3) = 5，意味着顶点 2 的后继点为 5；同理，因 path(5, 3) = 3，从而顶点 5 的后继点为 3。故 1→2→5→3
便是顶点 1 到顶点 3 的最短路径。 

§ 6.3.4  最短路算法的 Matlab 实现 

根据 Dijkstra 算法和 Floyd 算法的步骤，[4]和[5]中分别给出了相应的 Matlab 程序。 

Dijkstra 算法的 Matlab 实现 
% Dijkstra 算法 
% 输入带权邻接矩阵 w 
n = size(w,1); 
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w1 = w(1,:); 

% 赋初值 
for i = 1:n 
    l(i) = w1(i); 
    z(i) = 1; 
end 
s = []; 
s(1) = 1; 
u = s(1); 
k = 1; 
l; 
z; 

while k < n 
    % 更新 l(v)和 z(v) 
    for i = 1:n 
        for j = 1:k 
            if i~=s(j)  
                if l(i) > l(u)+w(u,i) 
                    l(i) = l(u)+w(u,i); 
                    z(i) = u; 
                end 
            end 
        end 
    end 
    l; 
    z; 

    % 求 v* 
    ll = l; 
    for i = 1:n 
        for j = 1:k 
            if i~=s(j) 
                ll(i) = ll(i); 
            else 
                ll(i) = inf; 
            end 
        end 
    end 
  
    lv = inf; 
    for i = 1:n 
        if ll(i) < lv 
            lv = ll(i); 
            v = i; 
        end 
    end 
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    lv; 
v; 

s(k+1) = v; 
    k = k+1; 
    u = s(k); 

end 
l 
z 
Floyd 算法的 Matlab 实现 
% Floyd 算法 
% 输入带权邻接矩阵 a 
n = size(a,1) 
D = a;  
path = zeros(n,n); 
for i = 1:n 
    for j = 1:n 
        if D(i,j)~=inf 
            path(i,j) = j; 
        end 
    end 
end 
for k = 1:n 
    for i = 1:n 
        for j = 1:n 
            if D(i,k)+D(k,j) < D(i,j) 
                D(i,j) = D(i,k)+D(k,j); 
                path(i,j) = path(i,k); 
            end 
        end 
    end 
end 
D 
path 
例 6.3.3  分别用 Dijkstra 算法和 Floyd 算法的 Matlab 程序求解例 6.3.2。 
解：输入带权邻接矩阵 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0551inf2
502infinfinf
5201infinf
1inf1034

infinfinf307
2infinf470

。 

(1) 运行 Dijkstra 算法的程序，输出结果为 
l = [0  6  3  4  6  2]；z = [1  3  6  3  4  1]。 

于是，由 l 和 z 可以得到 v1 到其余各点的距离和最短路的路由。 
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例如，v1 到 v5 的距离由 l(5) = 6 给出；其最短路的路由根据 z(5) = 4，z(4) = 3，z(3) = 6，z(6) = 1 得到：

v1→v6→v3→v4→v5。 
(2) 运行 Floyd 算法的程序，输出结果为 

D = [ 0     6     3     4     6     2 
     6     0     3     4     6     4 
     3     3     0     1     3     1 
     4     4     1     0     2     2 
     6     6     3     2     0     4 
     2     4     1     2     4     0 ] 

path = [ 1     6     6     6     6     6 
     3     2     3     3     3     3 
     6     2     3     4     4     6 
     3     3     3     4     5     3 
     4     4     4     4     5     4 
     1     3     3     3     3     6 ] 

例如，v1 到 v5 的距离由 D(1, 5) = 6 给出；其最短路的路由根据 path(1, 5) = 6，path(6, 5) = 3，path(3, 5) 
= 4，path(4, 5) = 5 得到：v1→v6→v3→v4→v5。 

例 6.3.4  对于图 6.3.5 给出的有向图，用 Dijkstra 算法的 Matlab 程序求出节点 1 到节点 4 的最短路，

用 Floyd 算法的 Matlab 程序求出任意两点间的最短路。 
解：输入带权邻接矩阵 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0inf100inf65
700infinfinf

inf20030inf
80infinf0inf

infinfinf500

。 

(1) 运行 Dijkstra 算法的程序，输出结果为 
l = [0  50  230  250  130]；z = [1  1  5  3  2]。 

于是，由 l 和 z 可以得到节点 1 到其余各点的距离和最短路的路由。 
例如，节点 1 到节点 4 的距离由 l(4) = 250 给出；其最短路的路由根据 z(4) = 3，z(3) = 5，z(5) = 2，z(2) 

= 1 得到：1→2→5→3→4。 
(2) 运行 Floyd 算法的程序，输出结果为 

D = [  0    50   230   250   130         path = [ 1   2   2   2   2 
  145     0   180   200    80                5   2   5   5   5 
 155    30     0    20    90                4   2   3   4   4  

  135   185   170     0    70                5   5   5   4   5 
   65   115   100   120     0 ]               1   1   3   3   5 ] 

例如，节点 1 到节点 4 的距离由 D(1, 4) = 250 给出；其最短路的路由根据 path(1, 4) = 2，path(2, 4) = 5，
path(5, 4) = 3，path(3, 4) = 4 得到：1→2→5→3→4。 

§ 6.4  树及其算法 

§ 6.4.1  相关的概念 

树（tree）在图论中是相当重要的一类图，它非常类似于自然界中的树。树的性质非常好，应用相当

广泛[1]。 

图 6.3.5 
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定义 6.4.1  无圈的连通图称为树。 
例如，图 6.4.1 给出的 G1和 G2 是树，但 G3 和 G4则不是树。 

             

G1                   G2               G3（有圈）                G4（不连通）  

图 6.4.1 

定理 6.4.1  设 G 是具有 n 个点 m 条边的图，则以下关于树的命题等价。 
(1) G 是树； 
(2) G 中任意两个不同点之间存在唯一的路； 
(3) G 连通，删去任一条边均不连通； 
(4) G 连通，且 n = m + 1； 
(5) G 无圈，且 n = m + 1； 
(6) G 无圈，添加任一条边可得唯一的圈。 
定义 6.4.2  若图 G 的生成子图 H 是树，则称 H 为 G 的生成树或支撑树。 
一般来讲，一个图的生成树不唯一。例如，在图 6.4.2 中，(a)、(b)、(c) 均是 (d) 的生成树。 

     
(a)                                    (b) 

     
(c)                                    (d) 

图 6.4.2 

定理 6.4.2  连通图的生成树一定存在。 
证明  给定连通图 G，若 G 无圈，则 G 本身就是自己的生成树。若 G 有圈，则任取 G 中一个圈 C，

记删去 C 中一条边后所得之图为 G′。显然 G′ 中圈 C 已经不存在，但 G′ 仍然连通。若 G′ 中还有圈，再

重复以上过程，直到得到一个无圈的连通图 H。易知 H 是 G 的生成树。证毕。 
定理 6.4.2 的证明方法也是求生成树的一种方法，称为“破圈法”。 
定义 6.4.3  在赋权图 G 中，边权之和最小（大）的生成树称为 G 的最小（大）生成树。 

§ 6.4.2  最小生成树算法 

一个简单连通图只要不是树，其生成树就不唯一，而且非常多。一般地，n 个顶点地完全图，其不同

地生成树个数为 nn−2。因而，寻求一个给定赋权图的最小生成树，一般是不能用穷举法的。例如，30 个顶

点的完全图有 3028 个生成树，3028有 42 位，即使用最现代的计算机，在我们的有生之年也是无法穷举的。

所以，穷举法求最小生成树是无效的算法，必须寻求有效的算法。 
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在求最小生成树的有效算法中，最著名的两个是 Kruskal（克罗斯克尔）算法和 Prim（普瑞姆）算法，

其迭代过程都是基于贪婪法来设计的。 

1．求最小生成树的 Kruskal 算法 

Kruskal 算法的直观描述 
假设 T0 是赋权图 G 的最小生成树，T0 中的边和顶点均涂成红色，初始时 G 中的边均为白色。 
① 将所有顶点涂成红色； 
② 在白色边中挑选一条权值最小的边，使其与红色边不形成圈，将该白色边涂红； 
③ 重复②直到有 n −1 条红色边，这 n −1 条红色边便构成最小生成树 T0 的边集合。 
例如，对于图 6.4.3(a) 给出的赋权图，按照上述的步骤，容易求出其最小生成树。其中 (b)、(c) 分别

是第一步和第二步，(d) 是最后结果。 

       
(a)                                              (b) 

       
(c)                                             (d) 

图 6.4.3 

Kruskal 算法的基本思想 
设 T0 和 C(T0) 分别为图 G 的最小生成树的边集及其权值，初始状态均为空，算法结束时 T0包含最小

生成树的所有边，C(T0) 表示最小生成树的权值。令 VS 是一个不相交的节点的集合，初始状态时 VS = {{v1}, 
{v2}, …, {vn}}。算法的主要步骤是每次从边集 E 中选出一条未处理的有最小权值的边 (u, v) 进行分析，如

果 u 和 v 同属于 VS 的一个元素集，则将边 (u, v) 删除，如果 u 和 v 分属于 VS 的两个元素集，则将边 (u, v) 
加入到 T0 中，并将这两个元素集合并为一个元素集，然后再从 E 中另选权值最小的边进行处理，直至找

到一棵最小生成树为止。 
Kruskal 算法的步骤 
第一步  T0←∅，C(T0)←0，VS←∅，将 E 中的边按权值从小到大排成序列 Q。 
第二步  对所有 v∈V，VS←{v}，即 VS = {{v1}, {v2}, …, {vn}}。 
第三步  如果 |VS| = 1，输出 T0 和 C(T0)，停止。否则进行下一步。 
第四步  从 Q 中取出权值最小的边 (u, v)，并从 Q 中删除 (u, v)。 
第五步  如果 u，v 在 VS 的元素集 V1、V2 中且 V1 = V2，则转第四步。否则进行下一步。 
第六步  T0←T0∪{(u, v)}，V←V1∪V2，C(T0)←C(T0)+w(u, v)，转第三步。 
例 6.4.1  用 Kruskal 算法求图 6.4.3(a) 给出的赋权图的最小生成树。 
解：将图的边按照权值从小到大进行排列： 

边 (a, b) (c, e) (a, e) (b, c) (d, g) (a, c) (d, f) (f, g) (c, d) (a, g) (e, g) (d, e)

权 4 5 7 9 12 15 16 20 25 28 30 32 

操作 Kruskal 算法，迭代 9 步完成最小生成树的寻找。操作过程的各个步骤列于表 6.4.1，结果显示于图 6.4.4。 
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表 6.4.1 

步骤 选出边 e w(e) 操作 VS T0 C(T0)

1 (a, b) 4 加到 T0中 {{a, b}, {c}, {d}, {e}, {f}, {g}} {(a, b)} 4 

2 (c, e) 5 加到 T0中 {{a, b}, {c, e}, {d}, {f}, {g}} {(a, b), (c, e)} 9 

3 (a, e) 7 加到 T0中 {{a, b, c, e}, {d}, {f}, {g}} {(a, b), (c, e), (a, e)} 16 

4 (b, c) 9 删除 {{a, b, c, e}, {d}, {f}, {g}} {(a, b), (c, e), (a, e)} 16 

5 (d, g) 12 加到 T0中 {{a, b, c, e}, {d, g}, {f}} {(a, b), (c, e), (a, e), (d, g)} 28 

6 (a, c) 15 删除 {{a, b, c, e}, {d, g}, {f}} {(a, b), (c, e), (a, e), (d, g)} 28 

7 (d, f) 16 加到 T0中 {{a, b, c, e}, {d, g, f}} {(a, b), (c, e), (a, e), (d, g), (d, f)} 44 

8 (f, g) 20 删除 {{a, b, c, e}, {d, g, f}} {(a, b), (c, e), (a, e), (d, g), (d, f), (c, d)} 44 

9 (c, d) 25 加到 T0中 {{a, b, c, e, d, g, f}} {(a, b), (c, e), (a, e), (d, g), (d, f), (c, d)} 69 

 
图 6.4.4 

2．求最小生成树的 Prim 算法 

Prim 算法的直观描述 
假设 T0 是赋权图 G 的最小生成树。任选一个顶点将其涂红，其余顶点为白点；在一个端点为红色，

另一个端点为白色的边中，找一条权最小的边涂红，把该边的白端点也涂成红色；如此，每次将一条边和

一个顶点涂成红色，直到所有顶点都成红色为止。最终的红色边便构成最小生成树 T0 的边集合。 
例如，对于图 6.4.3(a) 给出的赋权图，按照上面的描述，容易求出其最小生成树。其中图 6.4.5(a)、(b) 

分别是第一步和第二步，(c) 是最后结果。 

   
(a)                                (b)                                (c) 

图 6.4.5 

Prim 算法的基本思想 
设 T0 和 C(T0) 分别为图 G 的最小生成树的边集及其权值，初始状态均为空，算法结束时 T0包含最小

生成树的所有边，C(T0) 表示最小生成树的权值。先指定一个顶点为初始访问点，记做 v0，将 v0 加到“通

过点”的集合 V ′中，然后找出跨接在“通过点”集合 V ′与“未通过点”集合 V − V ′之间权最小的边 e 作

为“通过边”加入 T0 中，并将 e 在 V − V ′中的端点转到 V ′中。重复上述过程直至 V ′ = V 为止。 
Kruskal 算法的步骤 
第一步  T0←∅，C(T0)←0，V ′←{v0}。 
第二步  对每一个点 v∈V − V ′，L(v)←c(v, v0)（如果 (v, v0)∉E，则 c(v, v0) = ∞）。 
第三步  如果 V ′ = V，输出 T0，C(T0)，停止。否则进行下一步。 
第四步  在 V − V ′中找一点 u，使 

L(u) = min{L(v) | v∈V − V ′}， 
并将 V ′中与 u 邻接的点记为 w，e = (w, u)。 
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第五步  T0←T0∪{e}，C(T0)←C(T0) + C(e)，V ′←V ′∪{v0}。 
第六步  对所有 v∈V − V ′，如 c(v, u) < L(v)，则 L(v)←c(v, u)，否则 L(v) 不变。 
第七步  转第三步。 
例 6.4.2  用 Prim 算法求图 6.4.3(a) 给出的赋权图的最小生成树。 
解：为简便起见，将操作 Prim 算法的步骤列于表 6.4.2，结果参加图 6.4.4。 

表 6.4.2 

步骤 u L(b) L(c) L(d) L(e) L(f) L(g) e V ′ T0 C(T0)

1 a 4 15 ∞ 7 ∞ 28  {a} ∅ 0 

2 b － 9 ∞ 7 ∞ 28 (a,b) {a, b} {(a, b)} 4 

3 e － 5 32 － ∞ 28 (a,e) {a, b, e} {(a, b), (a, e)} 11 

4 c － － 25 － ∞ 28 (c,e) {a, b, e, c} {(a, b), (a, e), (c, e)} 16 

5 d － － － － 16 12 (c,d) {a, b, e, c, d} {(a, b), (a, e), (c, e), (c, d)} 41 

6 g － － － － 16 － (d,g) {a, b, e, c, d, g} {(a, b), (a, e), (c, e), (c, d), (d, g)} 53 

7 f － － － － － － (d, f) {a, b, e, c, d, g, f} {(a, b), (a, e), (c, e), (c, d), (d, g), (d, f)} 69 

§ 6.4.3  最小生成树算法的 Matlab 实现 

根据 Kruskal 算法和 Prim 算法的步骤，许多人都编写了相应的 Matlab 程序。在此选用[5]中给出的

Matlab 程序。 

Kruskal 算法的 Matlab 实现 
% Kruskal 算法 
% 输入边权矩阵 b 
b = [] 
[B,i] = sortrows(b',3);  % 按边权（b 的第三行）从小到大重新排列矩阵 b 
B = B'; 
m = size(b,2); 
n = ？;  % 输入顶点的数目 
t = 1:n; 
T = []; k = 0; c = 0; 
for i = 1:m 
   if t(B(1,i))~=t(B(2,i))  % 判断第 i 条边是否与树中的边形成圈 
      k = k+1; 
      T(1:2,k) = B(1:2,i); 
      c = c+B(3,i); 
      tmin = min(t(B(1,i)),t(B(2,i))); 
      tmax = max(t(B(1,i)),t(B(2,i))); 
      for j = 1:n 
         if t(j)==tmax 
            t(j) = tmin; 
         end 
      end 
   end 
   if k==n-1 
      break; 
   end 
end 
T, c 
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Prim 算法的 Matlab 实现 
% Prim 算法 
% 输带权邻接矩阵 a 
a = [] 
n = size(a,1); 
T = []; c = 0; v = 1; sb = 2:n;  % 1 是第一个红色点，sb 是白点集 
% 构造初始候选边集 
for j = 2:n 
    b(1,j-1) = 1; 
    b(2,j-1) = j; 
    b(3,j-1) = a(1,j); 
end 
while size(T,2) < n-1 
    [Y,i] = min(b(3,:));  % 在候选边集中找最短边 
    T(:,size(T,2)+1) = b(:,i); 
    c = c+b(3,i); 
    v = b(2,i);   % v 是新红点 
    temp = find(sb==b(2,i)); 
    sb(temp) = []; 

b(:,i) = []; 
% 调整候选边集 

    for j = 1:length(sb)  % length(sb) 返回 sb 的行数和列数中最大的 
        d = a(v,b(2,j)); 
        if d < b(3,j) 
            b(1,j) = v; 
            b(3,j) = d; 
        end 
    end 
end 
T, c 
例 6.4.3  用分别 Kruskal 算法和 Prim 算法的 Matlab 程序，求图 6.4.3(a) 给出的赋权图的最小生成树。 
解：(1) 用 Kruskal 算法 
输入带权邻接矩阵 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

20301216325259287154
777655437532
654443321111

。 

运行 Kruskal 算法的程序，输出结果为 
T = 
     1     3     1     4     4     3 
     2     5     5     7     6     4 
c =  69 

根据输出结果画出的最小生成树与图 6.4.4 相同。 
(2) 用 Prim 算法 
输入带权邻接矩阵 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0203012infinf28
200inf16infinfinf
30inf0325inf7
121632025infinf

infinf5250915
infinfinfinf904
28inf7inf1540

。 

运行 Prim 算法的程序，输出结果为 
T = 
     1     1     5     3     4     4 
     2     5     3     4     7     6 
     4     7     5    25    12    16 
c =  69 

根据输出结果画出的最小生成树与图 6.4.4 相同。 

§ 6.4.4  关于最小生成树算法的注释 

最小生成树的 Kruskal 算法是 1956 年由 Kruskal 提出的。随后在 1957 年，领导贝尔实验室数学研究室

的 Prim 得到了他的算法。 
Kruskal 算法的时间复杂性以 O(mlog2m) 为界，当边数较多或是一个完全图时，m ≈ (n −1)2，则时间复

杂性近似于 O(n2log2n)。而 Prim 算法的时间复杂性为 O(n2)，所以，如果图的连通度较高（最高为完全图），

以 Prim 算法较好，如果图的连通度较低，特别当 m ≈ O(n) 时，则 Kruskal 算法更合适。 
在实际应用中，还会遇到求一个赋权图的最大生成树的问题。比如，某图的边权代表的是利润或效益，

则最终的问题很可能就是求其最大生成树。事实上，从上面两个算法可以看出，只要边权的选择改为从大

到小，求最小生成树的算就可以用来求最大生成树了。 

实验作业 

设备更新策略。某工厂的某台机器可连续工作 4 年，决策者每年年初都要决定机器是否需要更新。若

购置新的，就要支付一定的购置费用；若继续使用，则要支付一定的维修与运行费用，而且随着机器的使

用年限费用逐年增多。计划期（4 年）中每年年初的购置价格及各个年限内维修与运行费用由下表给出，

试制订今后 4 年的机器更新计划，使总的支付费用最少。 

第 i 年初 1 2 3 4 
购置费（万元） 2.5 2.6 2.8 3.1 

使用年限 1 2 3 4 
每年的维修与运行费（万元） 1 1.5 2 4 

又如果已知不同役龄机器年末的处理价格如下表所示，那末在这计划期内机器的最优更新计划又会怎

样？ 
 第 1 年末 第 2 年末 第 3 年末 第 4 年末 

机器处理价（万元） 2.0 1.6 1.3 1.1 

最大容量路径。在一个计算机通讯网络中，某一计算机欲呼叫另一台计算机并进行数据传输。若传输

数据量很大，又要求了传输速度，则通常需要沿容量最大的路径进行数据传输。 
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假设该通讯网络对应于下面的无向图 G，其上每条边的权值代表容量（带宽），即通过该边的最大容

量。求两个给定节点之间容量最大的路径。  
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